MATURITNi OTAZKY Z MATEMATIKY 29. OBJEMY A POVRCHY TELES

29. OBJEMY A POVRCHY TELES

29.1. Vypocitejte povrch kvadru ABCDEFGH, jestlize
a) |[AB|=a, |BC|=b, |BH|=u
b) |AB|=a, |BH|=u, odchylka AG a EH je ¢

RESENI: Povrch kvadru uréime podle vzorce:
H G S=2-(ab+ac+hc)
E F
D C
b
A a B V tloze a) musime vyjadfit pomoci
a)u’=a’+b’+c’=>c’=u*-a’-b’ - t€lesové uhlopiicky u velikost hrany ¢
S =2ab+2bc+2ac =2ab+2(a+b)yu*—a’-b’ B dosadime do vzorce.
b) :
G
u ¢ b :
-V tloze b) je zadana pouze délka hrany
- a a zbylé délky hran musime vyjadfit
A Viai+c) F - pomoci télesove thlopiicky u
b=u-cosg - a odchylky ¢. Odchylka ¢ je zadana
— ——— - jako odchylka mezi AG a EH, stejna
c=vu?-a’-b’ =\Ju’-a’~u’cos’ p “odchylka je mezi AG a FG, jelikoz EH
_ \/uz(l—cosz 0)-a> = \/UZ sin’ p—a’ - je rovnobézna s FG.
S= Z(au cos@+U cosgo\/u2 sin®p—a’ + a\/u2 sin’ p—a’ )
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MATURITNi OTAZKY Z MATEMATIKY 29. OBJEMY A POVRCHY TELES

29.2. Objem kuZele je 9z+/3 dm® a odchylka strany kuzele od roviny podstavy je
a =60°. Urcete obsah plaste kuzele.

RESENE: - Vzorec pro vypocet kuzele je V = %ﬂrzv.
- Pomoci odchylky si vyjadiime vysku

- v a dosadime. Mame tak vyjadieny objem
v - pouze v zavislosti na poloméru a ten

- snadno vypocteme dosazenim objemu

- ze zadani.

60° - Plase je ¢ast kruhu o poloméru

w NP +v? =436 =6 dm.
- Obsah celého kruhu je 367 dm? a jeho

vl oy “obvod je 1277 dm. Ale oblouk plasté ma
3 - délku 27zr = 6 dm, coz je piesné

vV=r-tg 60°= /3 - polovina celého kruhu. Obsah plasté je
NG tedy 187 dm’.

V=T377r3=97r\/§:>r3=27:>r=3 dm:>v=3«/§ dm

Polomér kruhové vysede (plaste): p=~/r’ +v> =6 dm
Obvod kruznice o poloméru 6 dm: 0, =270 =127 dm
Obvod kruhového oblouku (plasté): 0, =2zr =67 dm

Plast kuzele je ptresnym pulkruhem: S = %ﬁpz =187 dm’

29.3. Pravidelny komoly ctyrboky jehlan ma hrany podstav dlouhé 14 cm, 10 cm.
Bocni steny maji sklon 45°. Vypocitejte povrch télesa.

RESENI: - Téleso se sklada ze dvou étverct
H G ~ (podstavy) a ¢tyf lichob&znikti (bo¢ni
~ stény). Jedna boéni sténa je lichob&znik
/D { C - ABFE. Abychom mohli vypogitat obsah
- bo¢niho lichobézniku, musime znat jeho
L - vysku. Resime lichob&znik KLMN .
- Rameno svira se zakladnou tihel 45° a tisek
- pod ramenem mé&ii 2 cm. Stejna délka
E F - prislusi vysce télesa. Délku isecky LM

N 10 cm M ] 9 2
- vypocteme Pythagorovou vétou.
2 cm 45° ; o L,
K 14 cm L A B Celkoy}; pczlvri:lh SVQrII' 2hct;vefc?k(vet51
- amensi) a 4 shodné lichobézniky.
ILM|=~2?+2* =242 em :

14+10

S=14>+10" +4-( -242) = 431,76 cm?

ZKOUSKY NANECISTO - Mgr. PETR HUSAR - WWW.ZKOUSKY-NANECISTO.CZ WWW.MATURUJEME.CZ



MATURITNI OTAZKY Z MATEMATIKY
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29.4. Pomer plaste rotacniho valce k obsahu jeho podstavy je 5 : 3. Urcete jeho objem,

ma-li uhlopricka osového rezu délku 39 cm.

RESENI:

39

[4r? +§r2 =39
36
,/%rz =39=r=18cm,v=15cm

V = zr’v =48607 cm’

- Z poméru plasté a podstavy vyjadiime vztah
- mezi vySkou v a polomérem r.

Dale vyjadiime pomoci Pythagorovy véty
- thlopficku fezu.

- Dosazenim za v dostaneme rovnici pro polomér r.

Vypoctené hodnoty poloméru a vysky dosadime
- do vzorce pro objem valce.

29.5. Do kuzele, jehoz strana svira s rovinou podstavy uhel 60°,
je vepsana koule s objemem V = 4 cm®. Urcete objem kuzele.

RESENI:

60°

al2

i7zl’3 =4=r :3
3 Vs
%:\/(er—r2 =13 Av=3r
2
v=ylz[8) vl ar i o3 co om’
3 (2 3

Osovy fez tohoto kuZele je rovnostranny
trojuhelnik a ez koule je kruznice.

2%

V rovnostranném trojuhelniku se shoduje
téznice s vySkou. Tzn. Ze je kolma na stranu.
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MATURITNi OTAZKY Z MATEMATIKY 29. OBJEMY A POVRCHY TELES

29.6. Podstavou kolmého hranolu je pravouhly trojuhelnik, jeho odvesny jsou
v pomeéru 3 : 4. Vyska hranolu je o 2 cm mensi nez delsi odvésna podstavy. Urcete
objem hranolu, je-li jeho povrch 468 cm?.

RESENI: - Odvésny si vyjadiime pomoci poméru

F - aneznamé X. Pythagorovou vétou dopocteme
| - pfeponu. Vyjadiime povrch hranolu
C B v zavislosti na X a ze znamé hodnoty povrchu
- ur¢ime hodnotu Xx.

3
S/ Znéame vSechny strany v podstaveé 1 vysku
A B A - hranolu. Dosazenim do vzorce pro vypocet
- objemu hranolu vypocet dokoncime.

a=4x,b=3%,¢=+/(3X)* +(4x)> =5x
v, =4Xx-2

3x-4x 5 5
S=2S,+5,=2 +12X-(4X—2)=60x" —24x =468

60Xx> —24x—468 =0
5% —2Xx-39=0= X, =3,X, =—2,6... nelze
a=12cm,b=9cm, c=15cm, v, =10 cm

Y, =‘5‘7'b~vh — 540 cm’
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OBJEMY A POVRCHY TELES
TEORETICKA CAST
Otazky, ktere mohou padnout pri maturitni zkousce:
1) Definuj geometricka télesa: krychle, kvadr, hranol, valec, kuzel, jehlan, komoly
kuzel, komoly jehlan, koule.
2) Které téleso nazyvame rotacni.
3) Vyjmenuj néktera rotacni télesa.
4) Uved’ vztahy pro vypocet objemii a povrchii pro télesa z predchozi otazky.
5) Jaky je vztah mezi kuZelem a elipsou, parabolou, hyperbolou, kruZnici?
6) Struc¢né vysvétli pojem povrch télesa.
7) Struc¢né vysvétli pojem objem télesa.
8) Vysvétli aspon priblizné Cavalieriho princip.

1. Definuj geometricka télesa: hranol, kvadr, krychle, valec, kuzel, jehlan, komoly
kuzel, komoly jehlan, koule.
Geometrickeé téleso je prostorové omezeny geometricky utvar, jehoz hranici (povrchem) je
uzaviena plocha.

Hranolova plocha

Je dan n-thelnik A A, ...A (oznacovany jako fidici mnohothelnik) leZici v rovin€ p a ptimka s
riznobézna s rovinou p. Hranolova plocha je sjednoceni vSech ptimek, které jsou rovnobézné
s pfimkou S a protinaji obvod mnohotihelniku AA,.. A .

Hranolovy prostor je sjednoceni vSech ptimek, které jsou rovnobézné s ptimkou s a protinaji
tfidici mnohouhelnik (na obvodé nebo uvnitt).

Hranol je téleso omezené hranolovou plochou a dvéma riznymi navzajem rovnob&znymi
rovinami, které jsou riznobézné se smérem hranolové plochy.

Jinak feceno, je to ¢ast hranolového prostoru ohrani¢ena dvéma rovnobéznymi rovinami, které
protinaji jeho smér.

Mnohothelniky, které jsou prinikem hranolového prostoru a rovnobéznych rovin, nazyvame
podstavy hranolu, jejich strany nazyvame podstavné hrany, jejich vrcholy nazyvame vrcholy
hranolu. Usecky hranolové plochy, které prochézi vrcholy podstav, nazgvame boéni hrany.
Rovnobézniky hranolové plochy, z nichz kazdy tvoti dva vrcholy jedné podstavy a dva vrcholy
druhé podstavy, nazyvame boéni stény. Povrch hranolu tvoii podstavy a bo¢ni stény. Plast’
hranolu je sjednoceni vSech boc¢nich stén. VyS§ka hranolu je vzdalenost jeho podstav. T¢lesova
tihlopticka je spojnice dvou vrchol, které neleZi v téze sténé. Uhlopiicky stén nazyvame sténové
uhlopricky.

Kolmy hranol ma kolmé bocni stény k podstavam.

Pravidelny hranol je kolmy hranol, jehoZ podstavou je pravidelny mnohothelnik.
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Krychle je kolmy ¢tyiboky hranol, jehoz vSechny hrany jsou shodné. Jeji povrch se sklada ze Sesti
shodnych ¢tvercii. Ma ¢tyti shodné télesové uhlopricky, které se protinaji ve spole¢ném bodé

a timto bodem jsou plileny. Tento bod se nazyva stfed krychle. Krychle ma osm vrcholli a dvanact
hran.

Vypocet sténové thlopticky krychle: u = J2a
Vypocet télesové uhlopticky krychle: u; = J3a

Kvadr je kolmy ¢tyfboky hranol, jehoZ podstavou je obdélnik nebo ¢tverec. Jeho povrch se sklada
ze Sesti pravouhelniki, z nichz kazdé dva protéjsi jsou rovnobézné a shodné. M4 Ctyii shodné
télesové uhlopticky, které se protinaji ve spolecném bod¢ a timto bodem jsou ptileny. Tento bod
se nazyva stfed kvadru. Kvadr ma osm vrchola a dvanact hran. Hrany oznacujeme vétSinou a, b
acC.

Vypodet sténové uhlopticky kvadru: u=+/a’* +b’
Vypocet télesové tthlopticky kvadru: u, =+/a’ +b* + ¢

Kruhova valcova plocha
Je dana kruznice K lezici v roving p a ptimka S riznobézna s rovinou p. Kruhova valcova plocha
je sjednoceni vSech piimek, které jsou rovnobézné s ptimkou S a protinaji obvod kruznice k.

Kruhovy valcovy prostor je sjednoceni vSech ptimek, které jsou rovnob&ézné s ptimkou S
a protinaji kruh ohrani¢eny kruznici K.

Kruhovy valec je téleso omezené kruhovou valcovou plochou a dvéma rliznymi navzajem
rovnobéznymi rovinami, které jsou riznobézné se smérem kruhové valcové plochy.

Oba kruhy, v nichz kruhovy valcovy prostor protina rovnobézné roviny, se nazyvaji podstavy,
usecky kruhové valcové plochy, které prochazi kruznici ohranicujici podstavu, se nazyvaji strany
valce, mnozina stran valce vypliuje plast’ valce. Povrch valce se sklada ze dvou kruhovych
podstav a plasté. Vyska je dana vzdalenosti podstav.

Rotaéni valec je takovy kruhovy valec, jehoZ strany jsou kolmé k podstavam. Spojnice stiedl
podstav je také kolma k podstavdm a nazyva se osa valce.
Kosy valec nema strany kolmé k podstave.

Rovnostranny valec ma vysku stejné¢ dlouhou jako primér podstavy.

Rotaéni valec miZzeme také definovat jako rotacni téleso. Vznikne rotaci obdélniku nebo ctverce
kolem pfimky, ktera obsahuje jednu jeho stranu.

Jehlanova plocha
Je dan n-thelnik A A,...A (oznaCovany jako fidici mnohouhelnik) leZici v rovin€ p a bod

V (vrchol) lezici mimo rovinu p. Jehlanova plocha je sjednoceni vSech piimek, které prochéazeji
bodem V a protinaji obvod mnohouhelniku AA,...A .

Hrana jehlanové plochy je jeji pfimka, ktera prochazi vrcholem fidiciho mnohouhelnika.

Jehlanovy prostor je sjednoceni vSech pfimek, které prochazeji bodem V a protinaji fidici
mnohouhelnik (na obvod¢ nebo uvnitr).
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Jehlan je téleso omezené jehlanovou plochou a rovinou, ktera je riznobézné s hranami jehlanové
plochy.

Mnohouhelnik, ktery je prinikem jehlanového prostoru a ohranicujici roviny, nazyvame podstava
jehlanu. Strany podstavy nazyvame podstavné hrany, vrcholy podstavy a vrchol V nazyvame
vrcholy jehlanu, pfi¢emz vrchol V je hlavni vrchol. Usecky jehlanové plochy, které prochézi
vrcholy podstav a hlavnim vrcholem, nazyvame boc¢ni hrany. Trojuhelniky, které tvofi dva
sousedni vrcholy podstavy a hlavni vrchol, nazyvame boéni stény. Povrch jehlanu tvoii podstava
a boc¢ni stény. P1ast’ jehlanu je sjednoceni vSech bo¢nich stén. Vyska jehlanu je vzdalenost
hlavniho vrcholu od roviny podstavy.

Pravidelny jehlan ma podstavu pravidelny mnohouhelnik (rovnostranny trojuhelnik, ¢tverec,
pravidelny pétiuhelnik atd.). Jeho bo¢ni sténa jsou shodné rovnoramenné trojuhelniky, které
sviraji s podstavou shodné tihly a kazdé dvé bo¢ni stény sviraji také shodné thly. Jeho bo¢ni hrany
jsou shodné a sviraji s podstavou znovu shodné thly. Pata vysky dopada do stfedu podstavy.

Cty¥stén je trojboky jehlan.

Pravidelny ¢ty¥stén je pravidelny trojboky jehlan. VSechny Ctyii stény jsou shodné rovnostranné
trojuhelniky.

Komoly jehlan vznikne rozdélenim piivodniho jehlanu rovinou rovnobé&znou s podstavou.
Rozdélenim vznikne z jehlanu mensi jehlan a téleso, které nazyvame komoly jehlan. Jeho
podstavami jsou podobné mnohouhelniky, bo¢nimi st€énami jsou lichobézniky.

Pravidelny komoly jehlan mé boc¢ni stény shodné rovnoramenné lichobézniky.

Kruhova kuZelova plocha

Je dana kruznice K lezici v roviné p a bod V, ktery v roviné p nelezi. Kruhova kuZelova plocha je

sjednoceni vSech piimek, které prochazeji bodem V a protinaji obvod kruznice K.

Kruhovy kuZelovy prostor je sjednoceni vSech piimek, které prochazeji bodem V a protinaji kruh
ohranic¢eny kruznici k.

Kruhovy kuZzel je téleso omezené kruhovou kuZelovou plochou a rovinou, kterd je riznobézna
s ptimkami kuzelové valcové plochy a neprochazi bodem V.

Kruh, v némz kruhovy kuzelovy prostor protina rovinu, se nazyva podstava, usecky kruhové
kuzelové plochy, které prochazi kruznici ohranicujici podstavu, se nazyvaji strany kuzele,
mnozina stran kuzele vypliuje plast’ kuZele. Povrch kuZele se sklada z jedné kruhové podstavy

a plasté. Vyska je dana vzdalenosti podstavy a vrcholu.

Rotaéni kuzel je takovy kruhovy kuZel, u néhoz pata vysky je zdroven stfredem podstavy.
Spojnice stfedu podstavy a vrcholu (vyska) je kolma k podstavé a nazyva se osa kuzele.

Kosy kuzel nema vysku kolmou k podstave.
Rovnostranny kuzel ma délku strany shodnou s primérem podstavy.

Rotaéni kuzel mizeme také definovat jako rotacni téleso. Vznikne rotaci pravouhlého
trojuhelniku kolem pifimky, kterd obsahuje jednu jeho odvésnu.
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Komoly kuzel vznikne rozdélenim piivodniho kuzele rovinou rovnobé&znou s podstavou.
Rozdélenim vznikne z kuzele mensi kuzel a téleso, které nazyvame komoly kuzel. Jeho
podstavami jsou kruhy, jeho osovym fezem je lichob&znik (u rota¢niho kuzele se jedna
o rovnoramenny lichobéznik).

Kulova plocha je mnozina bodt v prostoru, které maji od bodu S (sttedu kulové plochy) stejnou
vzdalenost r (polomé&r kulové plochy, r > 0).

Koule je mnoZina bodl v prostoru, které maji od bodu S (stfedu koule) vzdalenost mensi
nebo rovnu r (polomér koule, r > 0).

Casti kulové plochy a koule

Kulovy vrehlik vznikne rozdélenim kulové plochy se¢nou rovinou (to je rovina, kterd ma
s kulovou plochou spole¢nou kruznici). Secné rovina rozdéli kulovou plochu na dva kulové
vrchliky. Kulovy vrehlik je plocha, pocitime ho v jednotkéach ¢tverecnych.

Kulova tse€ vznikne rozdélenim koule se¢nou rovinou (to je rovina, kterd ma s kouli spolecny
kruh). Se¢na rovina rozdéli kouli na dvé kulové tsece.

Kulovy pas je ¢ast kulové plochy mezi dvéma rovnobéznymi fezy.

Kulova vrstva je ¢ast koule mezi dvéma rovnob&znymi fezy.

Kulova vyse¢ je Cast koule ohrani¢ena kulovym vrchlikem a plastém kuzele, jehoz vrchol je ve
sttedu koule a obvod podstavy je totozny s hrani¢ni kruznici vrchliku.

Poznamka: Vrchlik a pas jsou plochy, GseC, vrstva, vysec€ jsou télesa (poc¢itame objem)

2. Které téleso nazyvame rotacni.
Rotacni téleso ziskame rotaci rovinného obrazce kolem dané piimky, osy rota¢niho télesa

3. Vyjmenuj néktera rotacni télesa.
Rotac¢ni valec, rotacni kuzel, komoly rota¢ni kuzel, koule (ptipadné elipsoid zplostély - rotuje
kolem své vedlejsi osy, elipsoid vejcity - rotuje kolem své hlavni osy)

4. Uved vztahy pro vypocet objemu a povrchi pro télesa z predchozi otazky.

Kvadr
Povrch kvadru: S =2(ab+ac+bc)

|
Objem kvadru: V =abc !
a, b, ¢ jsou délky hran kvadru :
RS
C ’
K . b
Krychle g
Povrch krychle: S = 6a’ a

|

|
Objem krychle: V =a’ I
a je délka hrany krychle :
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Hranol
Povrch hranolu: $=2§ +S

Objem hranolu: V =S v

\ - - —

Sp je obsah podstavy, Spi je obsah plaste, I
V je vyska hranolu v|!4- 1~ v| 4~

/

Jehlan
Povrch jehlanu: S=S +3S

Objem jehlanu: V =lSpv
3

Sp je obsah podstavy, Syl je obsah plaste, v je vyska jehlanu

Komoly jehlan
Povrch komolého jehlanu: S=S  +S ,+S

S
. - 1 2
Objem komolého jehlanu: V = EV(Spl +4SpSp, + sz) < I >
Sp1, Sp2 jsou obsahy podstav, Spi je obsah plaste,
Vv je vyska komolého jehlanu
1
D

Rotaéni valec
Povrch rotaéniho valce: S =27zr ( r +V) =27r* +27rv

Objem rotaéniho vélce: V = zr’v
I je polomér podstavy valce, V je vyska valce

Rotaé¢ni kuzel
Povrch rotaéniho kuzele: S = zr(r + S) =7r* + 7rs

1
Objem rotaéniho kuzele: V = Eﬁrzv

s je délka strany kuZele, r je polomér podstavy kuZzele,
Vv je vyska kuzele

=
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Komoly rotaéni kuzel
Povrch rotadniho kuzele: S =71 + zt,” + 75(, +1, )

1
Objem rotaéniho kuzele: V = §7rv(rl2 +1r, + r22)

s je délka strany komolého kuzele,
r'1, 2 jsou poloméry podstav, Vv je vyska komolého kuzele

Koule
Povrch koule: S =4xzr?

Objem koule: V =§7rl‘3

I je polomér koule

Casti koule
Obsah kulového vrchliku nebo kulového pasu: S =27rv
I je polomér kulové plochy a v je vySka vrchliku (pasu)

=

Objem kulové usece: V =—(3r? +v2)

I je polomér podstavy usece a Vv je vyska usece -

=

Objem kulové vrstvy: V == 3674307 +V7) T

r'1, 2 jsou poloméry podstav vrstvy a v je vyska vrstvy Vi

7 (r-v)
3
Tento objem je souctem objemu kulové Gsece a objemu rotacniho kuzele (soucet vysek usece

a kuzele je polomér koule, které je vyseC ¢asti) r
I' je polomér podstavy usece,
I je polomér koule a v je vyska tsece ’(

a

Objem kulové vysece: V = . 3r? +V2)+
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MATURITNi OTAZKY Z MATEMATIKY 29. OBJEMY A POVRCHY TELES

5. Jaky je vztah mezi kuzelem a elipsou, parabolou, hyperbolou, kruznici?

Kruznice, elipsa, parabola a hyperbola jsou kiivky, které nazyvame kuzelosecky. VSechny
vznikaji fezem roviny kuzelovou plochou.

6. Struc¢né vysvétli pojem povrch télesa.
Povrchem S télesa chapeme obsah jeho hranice.

7. Strucné vysvétli pojem objem télesa.

Objem télesa je kladné realné Cislo, které pfirazujeme kazdému télesu. Pro objem plati:

a) Shodna télesa maji stejny objem.

b) Pokud je téleso slozeno z n¢kolika téles, které nepronikaji skrz sebe, je jeho objem roven souctu
objem téchto téles.

¢) Objem krychle, jejiz hrana ma délku 1 (nazyvame ji jednotkova krychle), je roven 1.

8. Vysvétli aspon priblizné Cavalieriho princip.
Cavalieriho princip tika, ze télesa se shodnymi obsahy podstav a shodnymi vySkami maji stejny
objem, pokud maji fezy rovnobézné s podstavami a vedené ve stejné vzdalenosti od podstav stejné
obsahy.

Muzeme vzit sloupek stejnych minci, jednou z néj vytvotime kolmy vélec, jednou kosy valec.

Jelikoz je v obou pfipadech obsah podstavy shodny, vyska shodna a v jakémkoli fezu
rovnobézném s podstavou dostaneme shodny kruh, tak objemy obou valct se shoduji.
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